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,,-ausgewidhlt®, d.h. identifiziert, definiert, dargestellt werden. Die Moglichkeit
einer Auswahl muf daher so wie die Elemente selbst axiomatisch eingefiihrt
werden.
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Zur Problematik der absoluten Uberabziahlbarkeit
von KarL H. WoLrr, Wien
Vorbemerkung

Die CanTorsche Mengenlehre enthilt auch den Begriff der iiberabzihl-
baren Menge. Im Gegensatz hierzu steht etwa der Brouwersche Intuitionis-
mus. In letzter Zeit hat insbesondere LorenzEN gezeigt, wie wesentliche Be-
reiche der Mathematik rein konstruktiv, also ohne Anwendung der axiomati-
schen Mengenlehre, aufgebaut werden konnen. Im folgenden™ soll gezeigt
werden, daf es nicht moglich ist, durch konstruierbare Elemente iiber den
Bereich des Konstruierbaren hinauszugelangen, wie dies in klassischen Bewei-
sen der ,,Existenz® iiberabzihlbarer Mengen geschieht.

1. Die reellen Zahlen werden in zwei Klassen geteilt. Klasse 1 enthélt
alle reellen Zahlen, die sich in einer vorher gewihlten Sprache durch eine
endliche Folge von Zeichen aus einer abzihlbaren Zeichenmenge darstellen
lassen, Klasse 2 alle iibrigen reellen Zahlen.

1.1 Eine wesentliche Eigenschaft wissenschaftlicher Erkenntnisse ist
ihre vollstindige Mitteilbarkeit durch Aussagen. Darin unterscheiden sie sich
etwa von mystischen Erfahrungen.

1.2 Eine Mitteilung durch Aussagen setzt ein Ubereinkommen iiber die
verwendete Sprache voraus.

1.2.1 Eine Mitteilung ist die Ubermittlung von Informationen durch
eine Aussage.

1.2.2 Fir die Ubermittlung kommen grundsitzlich beliebige Zeichen in
Betracht, wie z.B. geschriebene oder gesprochene Worte. Die Gesamtheit
der zur Ubermittlung zugelassenen Zeichen heifit Sprache.

1.2.3 Eine Mitteilung muf verstanden werden konnen. Es ist daher not-
wendig, sich sowohl iiber die verwendete Sprache als auch iiber das als be-
kannt vorausgesetzte Vorwissen zu einigen.

1.2.3.1 Die formale Kenntnis einer Sprache ist fiir das Verstehen eine
notwendige aber nicht hinreichende Voraussetzung. Zum Verstindnis der
Aussage etwa: ,,A ist im Godel’schen Sinn unbeweisbar* ist mehr vorauszu-
setzen als die Kenntnis der deutschen Sprache und das Wissen, da® A eine
Aussage und Godel eine Person bezeichnet.

1.2.3.2 Die Gesamtheit der fiir das Verstindnis von Aussagen bereits
vorhandenen Information heif’e Vorwissen.

* Herm Professor Dr. P. Lorenzen danke ich fiir wertvolle, die Formulierung betreffende
Anregungen.
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1.2.3.3 Fehlendes Vorwissen kann durch zusétzliche Information, also
durch Erweiterung von Aussagen, ersetzt werden.

1.2.4 Aussagen konnen nur endlichen Informationsgehalt haben.

1.2.4.1 Der Informationsgehalt einer Aussage muf in endlicher Zeit
tibermittelt werden.

1.2.4.2 In endlicher Zeit 14t sich in jeder beliebigen Sprache nur end-
lich viel Information iibermitteln.

1.2.5 Aus 1.2.4 folgt, daB jede Aussage aus endlich vielen Zeichen ge-
mif 1.2.2. besteht.

1.3. Jede Aussage ladt sich als endliche Zeichenfolge mit Hilfe der bei-
den Zeichen 0 und 1 formulieren. Die aus diesen Zeichen bestehende Sprache
heifle Bit-Sprache.

1.3.1 Wegen 1.2.5 kdnnen alle Aussagen in der nach 1.2 verwendeten
Sprache eindeutig auf die Zeichenfolgen, die aus den Zeichen O und 1 aufge-
baut sind, abgebildet werden. Sie kénnen also in die Bit-Sprache iibersetzt
werden.

1.3.2 Zum Versténdnis der Bit-Sprache ist die Kenntnis der Uberset-
zungsregeln notwendig. Diese Kenntnis kann durch eine Aussage endlicher
Information in der Sprache nach 1.2 vermittelt werden.

1.4 In einer Sprache, in der lediglich Dezimalzahlen definiert sind, kén-
nen die Zahlen 1/3 bzw. e nicht dargestellt werden. .

1.4.1 Die sogenannten ,,unendlichen* Dezimalzahlen sind Grenzwerte
von Folgen von Dezimalzahlen. Der Grenzwert einer Folge kann aber als sol-
cher nach Voraussetzung in der verwendeten Sprache nicht dargestellt wer-
den.

1.4.2 Durch eine Erweiterung der Sprache, etwa durch Einfiithrung des
Zeichens: ,,** fiir periodische Dezimalbriiche kann 1/3 durch 0,3 dargestellt
werden. .

1.4.3 Durch eine Erweiterung, welche die Zeichen X, n!, Briiche und
n
Grenzwerte einfiihrt, kann e durch Eﬂ k§0 1‘(—, dargestellt werden.

1.5 Essei o, = 1, wenn a® + b? = ¢?, wobei a, b und c natiirliche Zahlen
sind, eine ganzzahlige Losung besitzt und ¢, = 0 sonst. Die Zahl 0, o; o, 3.
kann auch in der nach 1.4.2 bzw. 1.4.3 erweiterten Sprache nicht dargestellt
werden.

1.5.1 In der Sprache nach 1.4 konnen die Zahlen 1/3 bzw. e nicht durch
Aussagen endlicher Linge dargestellt werden. Die Frage, ob o, = 0 oder o, = 1
gilt, kénnte fiir n = 3 unentscheidbar sein.

1.5.2 Da vorausgesetzt werden kann, da verstanden wird, was mit
0, o005 ... in 1.5 gemeint ist, 1aft sich diese Zahl in der in dieser Arbeit
verwendeten Sprache darstellen.

1.6 Es zeigt sich also, daf Mitteilungen, die in einer bestimmten Sprache
nicht durch Aussagen endlicher Linge ausgedriickt werden kdnnen, sich in
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einer erweiterten Sprache durch Aussagen endlicher Linge ausdriicken lassen.

1.6.1 Unter der Annahme, daf stets in Form einer Sprache ,,gedacht*
wird, kann durch eine Erweiterung der Sprache eine Erweiterung des Denkens
erreicht werden.

1.6.2 Es muf allerdings iiberhaupt offen gelassen werden, ob die hier ver-
wendete Sprache einer solchen Erweiterung fihig ist, daf durch sie Klasse 1
erweitert wird. Zweifel daran sind insoweit gestattet, als in unserer Sprache
nicht nur die bereits formulierten Aussagen, sondern alle iiberhaupt in ihr
formulierbaren Aussagen grundsitzlich enthalten sind.

1.7. Die Klasseneinteilung nach 1 ist sprachabhéngig.

1.7.1 Die Nennung, Definition oder Darstellung einer reellen Zahl ist
eine Mitteilung im Sinne von 1.2.

1.7.2 Diese Mitteilung muf in einer Sprache formuliert werden. Die Mog-
lichkeit, eine Aussage in einer Sprache durch eine Aussage endlicher Lange zu
formulieren, ist sprachabhingig.

2. Die reellen Zahlen aus Klasse 1 kénnen abzihlbar angeordnet werden.

2.1 Alle Aussagen werden zunichst in die Bit-Sprache nach 1.3 iibersetzt.

2.2 Eine Aussage in dieser Sprache besteht in einer endlichen Folge, ge-
bildet aus den Zeichen O und 1.

2.3 Jede Aussage kann eineindeutig auf die Menge der n-tupel i; ... i,
abgebildet werden.

2.3.1 Die Aussage wird in aufeinander folgenden Serien gleicher Zei-
chen dargestellt. Als erste Serie werden die zu Beginn der Aussage stehenden
unmittelbar aufeinander folgenden Nullen angesehen, als zweite Serie die
darauf folgenden Einser, als dritte Serie die darauf folgenden Nullen usw.

2.3.2 Es seii, die Zahl der zu Beginn stehenden unmittelbar aufeinan-
der folgenden Nullen, i, die Zahl der darauf unmittelbar folgenden Einser,
i die Zahl der darauf unmittelbar folgenden Nullen usw.

2.3.3 Die Menge der so gebildeten n-tupel i; ... i, wird entsprechend der
Konstruktion ihrer Elemente eineindeutig auf die Menge aller Aussagen ab-
gebildet. Hierbei sind natiirlich auch sinnlose Zeichenfolgen als Aussagen im
weitesten Sinne zu verstehen.

2.4 Jeder Aussage A kann eineindeutig die Zahl G(A) = pi! ... pin zuge-
ordnet werden, wobei py die k* ungerade Primzahl ist und (i, ... i) das Bild
von A gemif 2.3.

2.5 Aus der abzihlbaren Anordnung der Zahl G(A) nach ihrer Grofle
erhilt man eine abzihlbare Anordnung dieser Aussagen. Jene Aussagen, durch
die reelle Zahlen dargestellt werden, bilden eine Teilmenge und sind daher
ebenfalls abzihlbar angeordnet.

3. Die Existenz von reellen Zahlen der Klasse 2 ist unbeweisbar. Auch
das Zweite Cantorsche Diagonalverfahren liefert keinen solchen Beweis.
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3.1 Auf Grund eines Existenzbeweises muf sich eine reelle Zahl aus
Klasse 2 beschreiben (nicht aber auch nur beliebig genau berechnen) lassen.

3.2 Eine derartige Beschreibung ist eine Darstellung durch endlich viele
Zeichen. Somit gehort die Zahl nicht zu Klasse 2.

3.3 Die Konstruktion einer Diagonalzahl nach Cantor fithrt bei der An-
ordnung nach 2.5 zu einem Widerspruch.

3.3.1 Die Frage der Zulissigkeit der Cantorschen Beweisfiihrung werde
zwischen den Personen P, und P, diskutiert. P, verteidigt die Cantorsche
Beweisfithrung, P, lehnt sie ab. Zunichst einigen sich P, und P, iiber die
zwischen ihnen verwendete Sprache.

3.3.2 Die Sprache nach 3.3.1 wird gemif 1.3 in die Bit-Sprache iiber-
setzt. P, ordnet nun die Dezimalzahlen zwischen O und 1 in Analogie zur An-
ordnung gemifs 2.5 an, wobei er fiir jede Aussage A es P, iiberlifit zu ent-
scheiden, ob durch diese Aussage tatsichlich eine Dezimalzahl zwischen O
und 1 dargestellt wird oder nicht. Die von P, als sinnvolle Darstellung einer
Dezimalzahl zwischen O und 1 ausgewihlten Aussagen A werden nun mit
Hilfe von G(A) angeordnet und abgezahlt. P, definiert eine Funktion Rg,; (A)
durch Ry, (A) = n, wenn die Aussage A bei dieser Anordnung an der nt Stel-
le steht.

3.3.3 P, behauptet die Vollstindigkeit der Anordnung nach 3.3.2. P,
wendet zum Beweis der Unvollstindigkeit das 2. Cantorsche Diagonalver-
fahren ein. Er definiert also eine Dezimalzahl C =0,a, a, ... etwa mita, =
=ay, + 1 fira,, <9und a, =0 fiir a,, =9, wobei a,, die nt* Dezimalstelle
der durch A mit Ry, (A) = n dargestellten Dezimalzahl ist. P; behauptet nun,
C sei eine neue Dezimalzahl zwischen 0 und 1, die wegena,a, # a,, in der
von P, gewihlten Anordnung nicht auftrete. P, kann aber einwenden, dafy
die von P, gewihite Aussage Ac, von der P; behauptet, daf durch sie die
Dezimalzahl C zwischen O und 1 dargestelit werde, einen Platz in der Anord-
nung nach 3.3.2 besitzt. Es sei dies Ry; (Ac) = ne. Die Aussage enthilt daher
die Konstruktionsbedingung: »ang ¥ g A ne = apy ““und dies ist ein Wider-
spruch. P, kann somit nachweisen, daf} durch die von P, gewihlte Aussage
Ac keine Dezimalzahl zwischen 0 und 1 sinnvoll definiert worden ist. Damit
ist P, der Beweis der Unvolistindigkeit der Anordnung mifilungen.

3.3.4 Die Argumentation wiirde nur dann zu keinem Widerspruch fith-
ren, wenn die von P; verwendeten sprachlichen Mittel im Gegensatz zu den
Voraussetzungen auflerhalb der gemaf 3.3.1 zu vereinbarenden Sprache 1i-
gen. Wihlt man allerdings als Sprache im Sinne von 1.2.2 alle Buchstaben,
Ziffern und sonstige Symbole, die etwa gegenwirtig in schriftlichen Mittei-
lungen verwendet werden, dann kann auch eine solche nachtriigliche Erwei-
terung der sprachlichen Mittel eingefangen werden, da die zum Verstindnis
der neuen Sprache notwendigen Kenntnisse durch Aussagen endlicher Linge
vermittelbar sein miissen. Man braucht daher nur zu fordern, diese Aussagen
allen Aussagen, die in der neuen Sprache abgefafit sind, voranzustellen.
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4., Die Klasseneinteilung nach 1. kann auf alle Objekte von Aussagen
ausgedehnt werden.

5. Alle Objekte von Aussagen kdnnen abziihlbar angeordnet werden.

6. Die Existenz iiberabzihlbarer Mengen kann durch die Bildung der
Potenzmengen nicht bewiesen werden.

6.1 Es seien X, X, , X, , ... Elemente einer abzihlbaren unendlichen Men-
ge M und M, M(x,), M(x,), ... Elemente der Potenzmenge P(M). Der Beweis von
M < P(M) wird im allgemeinen folgendermafien gefiihrt: Wire M v P(M), so
giibe es eine eineindeutige Abbildung von M auf P(M), etwa x; = M(x;). Bildet
man nun die Menge M: = {x|x € M A x &M (x)}, dann mifite fir KE_IVI nach
Definition X € M A X & M gelten und dies ist ein Widerspruch. 3l

6.2. Die Frage der Zulissigkeit der Beweisfiihrung nach 6.1 wird wieder
zwischen P, und P, diskutiert. P, iiberldft es P; zu entscheiden, durch wel-
che Aussage eine Menge von Elementen aus M dargestellt wird. Diese Aussa-
gen werden mit Hilfe von G (A) angeordnet und abgezihit. P, definiert eine
Funktion S(A) durch S (A) = n, wenn A in dieser Anordnung an ner Stelle
steht und ordnet die durch A dargestellte Menge M, dem Element x,, mit
n=S(A) zu.

6.3 P, behauptet die Vollstindigkeit der Anordnung nach 6.2, P, wen-
det 6.1 ein. P, stellt fest, daf die Darstellung der Menge M aus 6.1 eine Aus-
sage A ist, von der P, behauptet, es werde durch sie eine Menge von Elemen-
ten aus M dargestellt. Es sei S(A) = ii. Nun stellt P, fest, dafl A die Bedingung
X5 € M A x5 € M* enthiilt und dies ist ein Widerspruch. P, kann somit nach-
weisen, daft durch die von P, gewihlte Aussage A keine Menge M von Elemen-
ten aus M sinnvoll definiert wird. Damit ist P, der Beweis der Unvollstindig-
keit der Anordnung mifilungen. Auch hier kann P, den Widerspruch nur ver-
meiden, wenn er sich sprachlicher Mittel bedient, die im Gegensatz zu den
Voraussetzungen aufierhalb der nach 6.2 zu vereinbarenden Sprache liegen.

7. Objekte — im speziellen Dezimalzahlen — der Klasse 2 lassen sich nur
axiomatisch einfithren. Da sie sich jedoch einer Beschreibung durch Aussagen
entziehen, mufd auch ein eigenes Auswahlaxiom eingefiihrt werden.

7.1 Aus jeder Menge, die Objekte der Klasse 1 enthalt, kann jenes mit
minimalem G(A) nach 2.4 ausgewihlt werden.

7.2 Fiir den Axiomatiker ist es sinnvoll, die Menge aller Dezimalzahlen
der Klasse 2 zwischen 0 und 1 zu bilden, wobei die in den Mathematiklehr-
biichern verwendete Sprache zugrunde gelegt wird. Elemente dieser Menge
konnen ebenso wie beliebige Elemente aus Klasse 2 per definitionem nicht




